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Programacao Dinamica: conceitos basicos

> Quando se aplica:
e Problemas de Otimizacao.
e Solucao = Sequéncia de Decisoes.

e Existéncia de subestrutura 6tima (Principio da otima-
lidade de Bellman): as solugoes 6timas do problema contém
solucoes 6timas de subproblemas.

e Formula de Recorréncia: descreve relacao entre as solugoes

6timas dos subproblemas.
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Programacao Dinamica: conceitos basicos (cont.)

e Sobreposicao de Subproblemas (Quverlaping subproblems): a so-
lucao 6tima de um mesmo subproblema é usada varias vezes mas

calculada uma tinica vez !

e Solucoes de subproblemas sao armazenadas em tabelas, logo é
preciso que o numero total de subproblemas que precisam ser

resolvidos é pequeno (polinomial no tamanho da entrada).

e Programacao Dinamica € uma estratégia “bottom-up” !
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Multiplicacao de cadeias de matrizes

> (O problema: calcular o nimero minimo de operacoes de multi-

plicacao (escalar) para encontrar a matriz M dada por:
MZMl XM2 X Mz XMn

onde M; é uma matriz de b,_; linhas e b; colunas, para todo
ied{l,...,n}.

> Observacao 1: as matrizes sao multiplicadas aos pares.

> Observacgao 2: para calcular a matriz M’ dada por M; x M; 4

sao necessarias b;_1 * b; x b; 11 multiplicacoes entre os elementos
de Mz € Mi+1-
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

> Ezemplo: M = My x My x M3z x M4 com b = {200, 2,30, 20,5}.

> A ordem das multiplicacoes faz muita diferenca !

M = (M1 x M) x M3) x My) — 152.000 operacoes
M = (My x (Ms x M3) x My)) — 3400 operacoes

. y . Vi . § /7 .
> Algoritmo “forca bruta” é impraticdvel: existem =~ 4™ /n2 possiveis

parentizacoes !
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

> Observacao 3: solucao = parentizacao (associagao) de pro-
dutos entre matrizes. Seqiiéncia de decisoes: onde colocar os

paréenteses.

> Observacao 4: dada uma solucao 6tima, existem dois pares de
parénteses que identificam o dltimo par de matrizes que serao
multiplicadas. Ou seja, existe k tal que M = A x B onde A =
My x...MpeB= Mgy x...M,.

> Subestrutra 6tima: A e B precisam ser computados de maneira

Otima !
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

> Observagao 5: se mli, j| é a solugao 6tima para realizar o pro-
duto M; x M1 X ... x M, entdao m[i, j| é dado por:
mli, j] == Lnkin.{m[i, k| + mlk +1,7] + bi—1 % by % bj}.
1<k<
> Observagao 6: O célculo do mesmo mli, j] pode ser requerido

em vérios subproblemas mas o nimero de total de m|i, j]’s é
O(n?) = tabelar mli, j] !
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Multiplicagao de Matrizes (cont.)

> O algoritmo:

Multiplica matrizes(b);
Para i = 1 até n faca mli,i| < 0;
(* calcula o valor 6timo de todas sub-cadeias de tamanho u + 1 *)
Para v =1 até n — 1 faca
Para: =1 até n — u faca
] 1+ u;
mlt, j| < minj<g<j{mli, k| + m|k + 1, 5] + bi—1 * by * b; }.
slt, j] < arg min;<p<;{mli, k] + m[k + 1,j] + b;_1 * by x b, }.
fim-para
fim-para.
Retorne(m,s).
> Complexidade: O(n?).
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)
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Multiplicacao de cadeias de matrizes (cont.)

1 2 3 4 1 2 3 4
1| o |12000 1) _ | 1
2 0 | 1200 2 B
3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m S

{200, 2, 30, 20, 5}
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

1 2 3 4 1 2 3 4
1 | o [12000| 9200 1) | 1] 1
2 0 | 1200 2 _ | 2
3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 .
m S

{200, 2, 30, 20, 5}

b0* b1* b3=200* 2* 20=8000

b0* b2* b3=200* 30* 20=120000
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

1 2 3 4 1 2 3 4
1| o |12000] 9200 1) | 1] 1
2 O [ 1200 1400 2 —_ | 2] 3
3 0 | 3000 3 _ 3
4 0 4 _
m S

{200, 2, 30, 20, 5}

b1* b2* b4=2* 30* 5=300

b1* b3* b4=2* 20* 5=200

Cid C. de Souza




Programacgao Dinamica 14

Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

1 2 3 4 1 2 3 4
1 0 | 12000| 9200 | 3400 1 _ 1 1 1
2 O | 1200 | 1400 2 _ | 2 3
3 0 | 3400 3 _ 3
4 0 4 _
m S
b0* b1* b4=200* 2* 5=2000 {200,2,30,20,5}

b0* b2* b4=200* 30* 5=30000

b0* b3* b4=200* 20* 5=20000
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

> Por qué ndo usar Divisdo-e-conquista (recursao) ¢

> O algoritmo recursivo: (complexidade 2(2"))

Matrizes_Rec(b, i, j);
Se 1 = j entao Retornar 0;
mli, j] < 0o;
Para k£ < ¢ até 5 — 1 faca
q < Matrizes Rec(b,i, k) + Matrizes Rec(b,k + 1,5);
g < g+ b[i] x blk] % blj;
Se mli, j| > q entao mli,j| < q; s[i, j] < k;
Retornar m|i, j].

> Se n =4, ocorrerao 5 chamadas para computar m/[3, 3] !
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Multiplicacao de cadeias de matrizes (cont.)

> Fazendo o produto (recuperando a solug¢do):

Faz_prod(M,s,i,j);
Se 1 < j entao
X « Faz_prod(M, s, 1, s[i, j]);
Y < Faz_prod(M,s,sli, j| +1,7);
Retornar Multiplica_ duas(X,Y,b[i — 1], b[s[i, j]], b[7]);
se nao Retornar M;;

fim.
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

> Programacao dinamica “top-down”: a técnica de memorizacao.

> Manter estrutura do algoritmo recursivo tabelando os valores
pré-computados dos subproblemas (evita recalculos).

> Interromper a recursao sempre que ela ja tiver sido computada
para o conjunto de parametros de entrada. Esta situacao sera
identificada quando o valor correspondente a saida daquela cha-

mada recursiva ja estiver preenchido na tabela.
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Multiplicagao de cadeias de matrizes (cont.)

Matrizes_Memo(b,n);
Para 1 < 1 até n faca
Para j < 1 até n faca
mli, j] < 0o;
Retornar Aux(b, 1,n);
Aux(b, 1, 7);
Se m[i, j| < co entao Retornar mli, j|;
Se i = j entao m|i, j| < O;
se nao
Para k < ¢ até j — 1 faca
q < Aux(b,i, k) + Aux(b, k + 1,75) + b[7] x b[k] x b[j];
Se mli, j] > q entao mli, j| < q; sli, j| < k;

fim-se

Retornar mli, j].
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O Problema Binario da Mochila

> Dados:
e um conjunto de n itens;
e w;: o peso do item ¢, para todo? =1,...,n.
e ¢;: o valor do item ¢, para todo:=1,...,n.

e WW: o limite de peso que a mochila comporta.

> Hipoteses:
® Z?:l w; > W
o w; <W paratodo:=1,...,n.

> Pergunta-se: quais os itens que eu devo colocar na mochila de

modo a maximizar o valor total transportado ?
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O Problema Binario da Mochila

> Formulacao do problema:

e Varidveis: x; = 1 se o item ¢ estiver na solucao 6tima e z; = 0

caso contrario.

e Modelo:

max Z Cils (1)
1=1

zn:wixi S W (2)
i=1

> Programacao dinamica ?
e problema de otimizacao;

e solucao = seqiiéncia de decisoes;

e tem subestrutura 6tima ?

Cid C. de Souza



Programacgao Dinamica 22

O Problema Binario da Mochila

> FEncontrando a subestrutura otima:

e Se oitem n estiver na solucao 6tima, o valor desta solucao sera
¢, mais o valor da melhor solucao do problema da mochila
com capacidade W —w,, considerando-se s6 os n—1 primeiros

1tens.

e Se o0 item n nao estiver na solucao 6tima, o valor 6timo sera

dado pelo valor da melhor solucao do problema da mochila

com capacidade W considerando-se s6 os n—1 primeiros itens.

Cid C. de Souza



Programacgao Dinamica 23

O Problema Binario da Mochila

> Generalizando:

Definicao: seja z|k,d] o valor 6timo do problema da mochila
considerando-se uma capacidade d para a mochila e os k£ primei-

ros itens da instancia original.

> Formula de recorréncia:

z[0,d] =0
z|k,d] = —0c0, sed<0

k—1,d], > d
dfeod] = 2| ] se Wi

max{zlk — 1,d],z[k — 1,d —wg| + cx}, sewr <d

Cid C. de Souza
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O Problema Binario da Mochila

> O algoritmo

Mochila(c,w,W,n);
Para d <+ 0 até W faga z|0,d]| < 0;
Para k <+ 1 até n faca
Para d < 1 até IV faca
Se wy > d entao z|k,d] + z[k —1,d];
se nao
z|k,d] < z|[k —1,d];
Se ¢ + z|k — 1,d —wy| > 2|k, d] entao
z|lk,d] < cx + z|k — 1,d — wg] ;
Retornar z[n, W].

Complexidade: O(nW) (pseudo-polinomial !)
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O Problema Binario da Mochila

> Como recuperar a solucao x ¥

Mochila_sol(z,z,n,W);
Para i < 1 até n faga z[i] + 0;
Mochila_sol_aux(z,z,n,W);
Retornar z;
fim.
Mochila_sol_aux(z,z,k,d);
Se k£ # 0 entao
Se z|k,d] = z|[k — 1,d] entao
z|k] <~ 0; Mochila sol_aux(z,z,k — 1,d);
se nao
r[k] + 1; Mochila_sol_aux(z,z,k — 1,d — wg);
fim-procedimento
> Complexidade: O(n).
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Cid C. de Souza

d-wl[k] d
0
k-1 ~~ ¢
y u
z[k,d]=min { z[k=1,d] , z[k-1,d-w[k]] + c[

]
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O Problema Binario da Mochila

> FErxemplo:

max 10x1 + Txo + 2523 + 2424
2371"‘51324‘651734‘5334 S 7
z; €{0,1},i=1,2,3,4
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila
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O Problema Binario da Mochila

K o 1 2 3 4 5 6 7
0 o|l ol o, o/, 0/O0O (O |O
1 0| 0|10 |10 |10 |10 | 10 | 10
2 O 71|10 |17 |17 | 17 | 17 | 17
3 o| 7|10 (17 | 17| 17 | 25 | 32
4 ol 710|117 | 17| 24| 31| 34

Cid C. de Souza

X[1] =x[4] =1, X[2] =x[3] =0

Clk], wik]

10, 2
7,1
25, 6

24,5
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall

> Dados:
e um grafo orientado G = (V, E);

e c;;i: o custo do arco (%,7) de E.

> Hipdtese: os custos podem ser negativos mas nao existem ciclos

negativos embora possam existir arcos com custos negativos (nao

aceitos pelo Dijkstra !)

> Pergunta-se: qual o comprimento do caminho mais curto entre

todos pares de vértices 7
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall

> Encontrando a subestrutura otima:
e supor vértices rotulados de 1 a n;

e definir um k-caminho entre dois vértices ¢ e § como sendo um

caminho de 7 para j que sé passa por vértices de rétulo < k;

e supor que se sabe calcular o k-caminho mais curto;
> Formula de recorréncia:
e dli,7,0] =00 se (i,7) € E e d|i, j,0] = ¢;j caso contrario;

o d[i,j, k] = min{d[i, ],k — 1],d[i, k, k — 1] + d[k, j, k — 1]}.
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall

> Algoritmo:

Para : + 1 até n faca
Para j < 1 até n faga
dli, j] = cli, jl;

Para k <+ 1 até n faca
Para : < 1 até n faca

Para j < 1 até n faga
Se d[i, k| + d[k, j] < d[i,j] entao
d[i, 7] < d[i, k] + d[k, j];
Retorne (d);
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall

D[k-1]

DIK]
k Y k Y
[ X | Z [ X | W

W=min{Z, X+Y}

Cid C. de Souza
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall
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Caminhos minimos: algoritmo de Floyd Warshall

d[1,2,5]=1

o
d[1,5,4]=—4 d[5,2,4]=5

©

d[5,4,3]=6 d[4,2,3]=-1

O

d[3,2,2]=4 d[4,3,2]=-5

Cid C. de Souza
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Maxima subcadela comum

> Definicao: dada uma cadeia S ={a1,...,an}, 8" =1{b1,...,b,}
¢ uma subcadeia de S se existem p indices i(j) satisfazendo:

(a) i(j) € {1,...,n} para todo 7 € {1,...,n};
(b) i(j) <i(j + 1) para todo j € {1,...,n —1};
(c) bj = a;(;) paratodo j € {1,...,n}.

> Exemplo: S = {ABCDEFG} e S"={ADFG}.

> Dados: duas cadeias de caracteres X e Y de um alfabeto X..

> Pergunta-se: qual a maior subcadeia comum de X e Y ?

Cid C. de Souza



Programacgao Dinamica 49

Maxima subcadeia comum (cont.)

> Programacdo dinamica ?
e problema de otimizacao;
e solucao = sequéncia de decisoes 7
e tem subestrutura 6tima 7

> Notacao: seja S uma cadeia de tamanho n. Para todo 7 =
1,...,n, o prefixo de tamanho ¢ de S sera denotado por S5;.

Exemplo: para S = {ABCDEFG)}, So = {AB} e S, = {ABCD}.

> Defini¢do: cl|i,j] é o tamanho da maior subcadeia comum entre
os prefixos X; e Y;. Logo, se | X| = me |Y| =mn, ¢/m,n| é o

valor 6timo.

Cid C. de Souza
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Maxima subcadeia comum (cont.)

> Teorema (subestrutura dtima): seja Z = {z1,...,2r} a maior
subcadeia comum de X = {z1,...,xm} e Y = {y1,...,Yn},
denotado por Z = MSC(X,Y).

1. Se z,, = ypn entao 2 = Ty, = Yn € Zp_1 = MSC(Xin_1, Yn_1).
2. Se x,, # Yn entao zx # T,, implica que Z = MSC(X,,_1,Y).
3. Se x,, # yn entao zx # y, implica que Z = MSC(X,Y,,_1).

> Formula de Recorréncia:

(0 set=0ouy=0
cli,jl=94 ¢cfi—1,5—-1]+1 set,] >0ex; =y,
| max{c[i —1,j],cli,j — 1]} sed,j>0emx; #y;

Cid C. de Souza
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Maxima subcadeia comum (cont.)

MSC(X,m,Y,n,c,b);
Para i = 1 até m faga c|7,0] < 0;  (* Inicializacoes *)
Para j =1 até n faga c|0, j] <+ 0;
Para i =1 até m faga (* Calculo da matriz ¢ *)
Para j =1 até n faca
Se z; = y; entao
cli,j] < cli— 1,5 —1]+1; bfi,j] « “\;
se nao
Se cli,7 — 1] > [t — 1, j] entao
cli ] clinj —1];  Bli, ] « “7;
se nao
cli i) cli—1,4];  Bli, ]« 17
Retorne(c|m,nl,b).
> Complexidade: O(mn).
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Maxima subcadeia comum (cont.)

> Recuperando a solucdo:
Recupera MSC(b, X, m,n);
Recupera MSC_aux(b, X, m,n)
fim.
Recupera MSC_aux(b, X, 1, J);
Se 1 =0 e j =0 entao retornar
Se bli, j] = “\” entao
Recupera MSC aux(b, X, — 1,5 —1); imprima z;;
se nao se bi, j| = “1” entao
Recupera MSC_aux(b, X,7 — 1,j);
Recupera MSC_aux(b, X,,j — 1);

fim.

> Complexidade: O(m + n).

Cid C. de Souza
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Maxima subcadeia comum (cont.)

> FExemplo :
Y b d ¢ a b Y M d © a ®
X 0 1 2 3 4 5 X o 1 2 3 4 5
o/lo|o0|o0ol0|O0]|O 0
a 1/0|l0|0l0| 1|1 a 1 bl N =
b 2011 112 ® 2 Ni=— |-~
¢c 3|01 12|22 © 3 P PN =
b 4|0|1|1]2 23 ® 4 Nt N

> FEconomaizando memoria ...

> Solucdo “top-down” ...

Cid C. de Souza
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Planejamento da Produgao em lotes (Lot Sizing)

> Dados:
e n: horizonte de planejamento.
e d;: demanda no periodo 1.
e c;: custo unitario de producao no periodo 2.
e h;: custo unitario de estocagem entre os periodos ¢ — 1 e 1.
> Pergunta-se: quanto e quando deve ser produzido em cada periodo

para atender a demanda de modo a minimizar o custo total de

producao e estocagem 7

> Hipoteses: os estoques no inicio e no fim do horizonte sao nulos.

Cid C. de Souza
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Lot Sizing: Formulacao do problema

> Varidveis:
e z;: quantidade de itens produzidos no periodo s.

e y;: quantidade de itens em estoque no inicio do periodo .

> Modelo grdfico:
x(1)

y(1) y(i+1)

Cid C. de Souza
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Lot Sizing: Formulacao do problema (cont.)

> Modelo algébrico;

min Z«[czxz + h;y; } (3)
i=1

yi‘|‘$i:dz“|‘yi—|—1a 1=1,...,n (4)
Y1 = Ynt+1 = 0, (5)
2, >0, 3,0, i=1,....n (6)

Cid C. de Souza
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Lot Sizing (cont.)

> Teorema 1: Existe uma solucao 6tima tal que, para todo periodo
1 =1,...,n, a demanda d; é totalmente satisfeita pela producao
em i (x;) ou apenas pelo estoque proveniente do periodo i — 1

(Yi)-
> Representacao grdfica de uma solucao oétima: ...
L é
O O—0 —O0—0
T e
> Programacdo dinamica ?
e problema de otimizacao;

e solucao = sequencia de decisoes;

e tem subestrutura 6tima 7

Cid C. de Souza
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Lot Sizing (cont.)

> Defini¢ao 1: E[j] é o custo minimo de produgao satisfazendo as
demandas dos periodos 1 até 5 — 1 sem que haja estoque entre
os periodos j — 1 e j (i.e., y; =0), para todo 5 =1,...,n+ 1.
Observagdo: E[1] = 0 e, por hipétese, E[n + 1] é o valor 6timo !

> Definicao 2: a demanda acumulada entre os periodosie 7 —1 é

dada por:
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Lot Sizing (cont.)

> Definicao 3: o custo acumulado de estocagem entre os periodos

1 e 5 é dado por:

7—1
hali,j]= ) hedall, j].
{=1+1

> Formula de recorréncia (subestrutura otima,):

E[j] = 1§r2n§i§1_1{E[i] + c;dali, 7] + hali, j]}.

Cid C. de Souza



Programacgao Dinamica 60

Lot Sizing (cont.)

Lotsizing(c,d,h,n);

Pre_processamento(d,h,n,dall,.],hall, .]);
E[1] « 0;
Para ¢ = 2 até n faca E|i] < o0;
Para j =2 até n + 1 faca
Para: =1 até j — 1 faca
w < Eli] + ¢; * Calc_da(i,j) + Calc_ha(i, j);
Se E[j] > w entao
Elj] + w;  blj] = i;;
Retornar (E[n + 1],b);

fim

Cid C. de Souza
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Lot Sizing (cont.)

> FExemplo: ...

> Complexidade: Se o procedimento Pre_processamento tiver com-
plexidade O(n) e as fungoes Calc_da e Calc_fa forem computa-
das em O(1), entao o algoritmo Lotsizing terd complexidade

O(n?).

> Pergunta: como fazer um célculo eficiente de da[ | e ha| | ?
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Lot Sizing: Pré-processamento

> Idéia: calcular do[1,.] iterativamente ja que dgo[l,7] = do[1,7 — 1] +
d[i — 1]. Em seguida, note que hq[l,1] = hq[l,2] = 0 e que:

- f:h[e]d 0,3

— B[2]de[2.3] = B[21da[L,3] — A[2]da[1,2]
h[f

=3 i

= h[Z]da[ 4] + h[3]da[3,4] =
= h[2|(da[1,4] — da[1,2]) + R[3](da[1,4] — dal1, 3])
= (h[2] 4 hl3])da[1,4] = h[2]da[1, 2] — h[3]da[1, 3]

j—1

Zh[e Zh
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Lot Sizing: Pré-processamento

> Logo, hgy[l,.] é facilmente computavel (O(n)) se d,[1,.] estiver

caculado.
> Seja | |
O‘(.]) — th € 5(]) — Zhw]da[lag]
(=2 =2

> O algoritmo a seguir tem complexidade O(n) e calcula d,[1,.] e
ha[1,.] corretamente. Nele, os valores das varidveis a e 3 na j 2
iteracao do segundo lago Para corresponde aos valores a(j) e
B(7) respectivamente.
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Lot Sizing: Pré-processamento (cont.)

Pre_processamento(d,h,n,d,|1,.],hs[1,.]);

da[1,1] < 0;  ha[1,1] < 0;  hg[1,2] < O;

Para : <+ 2 até n faca
do|1,1] < dg[l,i — 1] +d[i — 1];

fim-para

a<+0; B+ 0;

Para j + 3 até n + 1 faca
a< a+hlj—1]; B+ B+ h[j—1]d.[1,5 —1];
hall,j] <= a*d.[1, 5] — B;

fim-para

fim.
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fim.
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Lot Sizing: Recuperacao da solucao

Lotsizing_sol(z,b,n,d,[1,.]);
Para i <+ 1 até n faga z|i| < 0;
Lotsizing sol Recursivo(z,b,n,dy|1,.],n + 1);

Retornar z;

Lotsizing sol Recursivo(x,b,n,dy|1,.],7);
Se 5 > 1 entao
z[blj]] = da[1, 7] — da[1,b]4]];
Lotsizing sol Recursivo(z,b,n,d,|[1,.],b[j]);
fim-se
fim-procedimento
> Complezidade: O(n).




